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� � 摘 � 要: � 分析了多目标决策问题; 综合灰色系统理论、TOPSIS 和矢量投影方法, 提出了一种新的基于逼近于理

想灰关联投影的多目标决策算法,介绍了该方法的基本原理和一些基本概念, 建立了综合决策方案与正、负理想方案

之间接近程度的决策模型,总结了用该方法进行决策分析的一般步骤;提出了一种基于方案区分度的决策灵敏度分析

方法.实际算例验证了提出的多目标决策模型和决策灵敏度分析方法的可行性和有效性,该方法为多目标决策提供了

一种新思路,决策灵敏度高, 能为方案的决策提供更为可靠的科学依据.
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Abstract: � We have investigated the problems about multiple criteria decision�making . U sing the grey system theory, tech�
nique for order preference by similarity to ideal solution, and the vector projection synthetically, a new algorithm of multiple criteria

decision�making based on similarity to ideal grey relational projection was put forward. The principle of the algorithm and some ba�
sic concepts were introduced. The decision�making model in which the adjacency degree both between the plan and the po sitive ideal

plan and between the plan and the negative ideal plan is taken into account synchronously was set up. And the general steps of deci�
sion�making using the algorithm were summarized. Then the method for decision�making sensitivity analy sis which bases on the dis�
tinguishing degree of the plans was presented. At last, the feasibility and effectiveness of the proposed decision�making algorithm and

the sensitivity analysis method were pro ved by an example. The algorithm which has the high sensitivity level offers a new thought

way and more reliable basis for multiple criteria decision�making.
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1 � 引言

� � 多目标决策,也叫多标准评估或多属性决策,就是

在不同的标准下从众多方案中选择一个方案.多目标决

策技术已成功地应用于经济管理、工程技术和军事等很

多领域,有关多目标决策的理论与方法,目前已经取得

了很多的研究成果[ 1~ 5, 7~ 10] ,归纳起来常用的多目标决

策方法有五种[ 4] :简单的加权分析法、层次的加权分析

法、TOPSIS(Technique for Order Preference by Similarity to

Ideal Solution)、ELECTRE和模糊理论与灰色系统方法,

有关多目标决策方法的研究还有待于进一步的探索.

工程技术和军事系统等领域中的多目标决策问题,

既有已被了解的白色信息,又有尚未被发现的黑色信

息,而更多的是一般定性了解的灰色信息, 决策方案中

各指标之间并不相互独立,它们之间存在着不明确的灰

色关系.本文综合灰色系统理论[ 6]、TOPSIS[ 5]和矢量投

影方法[ 10] ,提出了一种新的逼近于理想灰关联投影的

多目标决策算法和基于方案区分度的决策灵敏度分析

方法,成功地应用于经济效益的综合评价,取得了比较

满意的决策结果.

2 � 逼近于理想灰关联投影算法原理

2�1 � 多目标决策问题描述

多目标决策问题就是决策者面对多个可供选择方

案,利用两个或两个以上的标准对方案进行评价, 从而

决定方案的优先次序并从中选择满意方案.综合多目标

决策过程, 其决策模型[ 1, 2]包含以下要素: 待决策评估

的候选方案集合 A = (方案 1, 方案 2, �, 方案 m) =

{ A1 , A2 , �, A m} ; 每个候选方案的评估指标集合 V=

{ V1 , V2 , �, Vn } , 其中有 p 个定性指标和 q 个定量指
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标, p+ q= n;各个候选方案的各个指标值域集 Y= { y ij

( i= 1, 2, �, n; j = 1, 2, �, m) } ; 各个指标的权重集 W

= { �1 , �2, �, �n} , 以反映决策者的偏好程度.矩阵 Y

= { y ij ( i= 1, 2, �, n ; j = 1, 2, �, m) }称为原始决策矩

阵,它提供了决策所需的基本信息.

2�2 � 定性信息的白化
对于多目标决策问题,部分决策指标值在很多情

况下不能定量给出具体的数值, 一般是用 高、中、低!、
 优秀、优良、中等、�!等定性信息或灰色数值区间信
息来描述,首先通过白化权函数来对这些灰色信息进

行量化估计.

定义 1 � 设有 n 个定性等级灰量x ( 1) , x ( 2) , �,

x ( n)对应于 优秀、良好、中等、�!等 n 个类似的定性

信息,并设 f 为映射, f : x ( k) ∀ �k ,有

f [ x ( k) ] = k/ n= �k

f [ x ( n) ]= 1
( 1)

则称 f [ x( n) ]为定性灰量的线性白化权函数.

定义 2 � 设有区间灰量 x # [ a , b] ,并设 f 为映射,

有

f : x ∀ a+ ( b- a)∃ ( 2)

式中 0 %  % 1称为决策权重系数,可以根据决策者的

偏好而确定.则称 f ( x )为区间 [ a, b] 中灰量 x 的线性

白化权函数.

取  = 0�5时有白化算式
f ( x ) = 0�5∃( a+ b) ( 3)

对原始决策矩阵中定性指标进行量化后, 设方案

A i 中决策指标Vj 的白化特征值为x ij ,则得到方案的决

策矩阵为

X= ( x ij ) m & n=

x11 x 12 � x 1n

x 21 x 22 � x 2n

! !  !

xm1 x m2 � xmn

( 4)

2�3 � 正、负理想决策矩阵的构造

所谓的正理想决策方案和负理想决策方案都是假

定的最好方案和最坏方案, 正理想决策方案就是所有

待决策方案中各个指标值能达到的最好值, 负理想决

策方案就是所有待决策方案中各个指标值能达到的最

坏值.在多目标决策过程中,其决策指标通常可以分为

 效益型!指标、 成本型!指标和 适中型!指标.

定义 3 � 设正理想决策方案 A 0的指标为( x0j | j =

1, 2, �, n) ,并满足:

当 Vj 为效益型指标时有

x 0j= x +
0j = max{ x 1j , x 2j, �, x nj } ;

当 Vj 为成本型指标时有

x0j= x +
0j = min{ x 1j , x 2j , �, xnj } ;

当 Vj 为适中型指标时有x 0j= x +
0j = x0j∋ ,其中 x0j∋是

指标 Vj 的适中属性值.则称矩阵 X+ = ( x ij ) ( m+ 1) & n( i=

0, 1, 2, �, m; j = 1, 2, �, n)为方案集 A 对指标集 V 的

正理想原始决策矩阵.

定义 4 � 设负理想决策方案 A0 的指标为 ( x 0j | j =

1, 2, �, n) ,并满足:

当 Vj 为效益型指标时有

x 0j= x -
0j = min{ x1j , x 2j, �, x nj } ;

当 Vj 为成本型指标时有 x0j = x -
0j = max{ x 1j, x2j ,

�, x nj } ;

当 Vj 为适中型指标时有 x0j = x-
0j = max{ | x 1j- x 0j∋

| , | x 2j- x 0j∋ | , �, | xnj- x0j∋ | }, 其中 x 0j∋ 是指标 Vj 的适

中属性值. 则称矩阵 X
-
= ( x ij ) (m+ 1) & n ( i= 0, 1, 2, �,

m; j = 1, 2, �, n)为方案集 A 对指标集 V的负理想原始

决策矩阵.

为了消除量纲和量纲单位不同所带来的不可公度

性,决策之前需要对决策指标进行无量纲化处理.

定义 5 � 对于正理想原始决策矩阵中效益型指标

和负理想原始决策矩阵成本型指标样本数列 X j= { x ij |

i= 1, 2, �, m} ,设 f 为映射,有

f : x ij ∀x ij / x 1j ( 5)

则称 f 为该类型数列的初值化处理函数.

定义 6 � 对于正理想原始决策矩阵中成本型指标
和负理想原始决策矩阵效益型指标样本数列 X j= { x ij |

i= 1, 2, �, m} ,设 f 为映射,有

f : x ij ∀x1j / x ij ( 6)

则称 f 为该类型数列的初值化处理函数.

定义 7 � 对于适中型指标样本数列 Xj= { x ij | i= 1,

2, �, m} , x 0j∋是指标的适中属性值,设 f 为映射,有

f : x ij ∀min( x ij, x 0j∋ ) / max( x ij, x0j∋ ) ( 7)

则称 f 为该类型数列的初值化处理函数.

定义 8 � 正理想原始决策矩阵 X+ 和负理想原始决

策矩阵 X- 经过初值化处理后得到的矩阵称为正理想

决策矩阵 Y+ 和负理想决策矩阵 Y- .

2�4 � 正、负理想(加权)灰色关联决策矩阵

定义 9[ 6] � 假设数据列 x 0 为参考数据列, x 1, x 2,

�, xm 为比较数据列,则由算式

∀k ( x i , x 0) =
#min+ ∃∃#max

#0i ( k ) + ∃∃#max
( 8)

所计算的 ∀k (x i , x0)定义为数据列 x 0和 x i 在 k 点的灰关

联系数.式中 ∃称为分辨系数,通常取 ∃= 0�5; #min= min
j

min
k
| x0( k)- x i ( k) |和#max= max

j
max

k
| x0( k )- x i( k ) | .

定义 10 � 对正理想决策矩阵 Y+ 和负理想决策矩

阵 Y- 的所有行向量分别相对于正、负理想决策方案指

标数据列通过式( 8)求取灰关联系数,求得的( m+ 1)∃n
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个灰关联系数组成的矩阵分别称为正理想灰关联决策

矩阵 G+ 和负理想灰关联决策矩阵 G- .矩阵 G+ 和 G-

满足,

G+ =

g+
01 g+

02 � g+
0n

g +
11 g+

12 � g+
1n

g +
21 g+

22 � g+
2n

! !  !

g +
m1 g+

m2 � g+
mn

, G- =

g-
01 g -

02 � g-
0 n

g-
11 g -

12 � g-
1 n

g-
21 g -

22 � g-
2 n

! !  !

g-
m1 g-

m2 � g -
mn

( 9)

式中 g+
01= g+

02 = �= g+
0n= g-

01 = g-
02= �= g-

0n= 1.

在实际的决策活动中,常用权系数表示指标之间

的相对重要性程度,权系数通常使用层次分析法来确

定.

定义 11 � 正理想灰关联决策矩阵 G+ 和负理想灰

关联决策矩阵 G- 在权向量 W的作用下构造得到的矩

阵称为正理想加权灰关联决策矩阵 W+ 和负理想加权

灰关联决策矩阵 W- .矩阵 W+ 和 W- 满足

W+ =

�1 �2 � �n

�1g
+
11 �2g

+
12 � �ng

+
1n

! !  !

�1g
+
m1 �2g+

m2 � �ng
+
mn

W- =

�1 �2 � �n

�1g
-
11 �2g

-
12 � �ng

-
1n

! !  !

�1g
-
m1 �2g

-
m2 � �ng

-
mn

( 10)

2�5 � 灰关联投影原理[ 8, 9]

定义 12 � 将每一个决

策方案看成是一个行向量

(矢量) , 则称每个决策方案

A i 与理想方案A * 之间的夹

角 %i 为灰关联投影角,如图

1 所示.

则每个方案 Ai 与理想方案A * 之间夹角的余弦值

为

� � ∀i = cos%i =
AiA

*

(Ai ( ∃ (A* (

=
)

n

j = 1

�j ∃ gij ∃ �j

)
n

j = 1

( �j ∃ gij )
2 ∃ )

n

j = 1

( �j )
2

( 11)

式中 i= 1, 2, �, m, 0< ∀i % 1.很显然,灰关联投影角 %i

越小,其余弦值 ∀i 越大,表示决策方案 A i 越接近于理

想方案A
*

.

定义 13 � 称决策方案 A i 的模数为di ,

di = )
n

j = 1

( �j ∃ g ij )
2 ( 12)

将模数的大小和投影角余弦值结合起来, 统一考

虑各决策方案与理想方案之间的接近程度.

定义 14 � 称决策方案 Ai 在理想方案A* 上的投影

值为灰关联投影值 Di ,

Di = d i ∃ ∀i

= )
n

j = 1

( �j ∃ gij )
2 ∃

)
n

j = 1

�j ∃ g ij ∃ �j

)
n

j = 1

( �j ∃ g ij )
2 ∃ )

n

j = 1

( �j )
2

= )
n

j= 1

g ij ∃ ( �j )
2

)
n

j = 1

( �j )
2 ( 13)

定义 15 � 记 !W= { ∀�1 , ∀�2, �, ∀�n}为一组新的指标

权向量,其中 ∀�j 满足

∀�j= ( �j ) 2
)
n

j= 1
( �j )

2 ( 14)

则称 !W为灰关联投影权值向量.

根据式( 13)和( 14)得到

D
+ (- )
i = )

n

j = 1

g
+ (- )
ij ∃∀�j , � i= 1, 2, �, m ( 15)

根据上述步骤,就可以得到各决策方案 Aj 对于正

理想方案的灰关联投影值D +
i 和对于负理想方案的灰

关联投影值 D-
i . D+

i 越大,表示决策方案 Ai 与正理想

方案越接近; D -
i 越大,表示决策方案 Ai 与负理想方案

越接近.很显然,对于决策方案 A i 来说, D+
i 越大越好,

而 D
-
i 越小越好.

2�6 � 灰关联投影系数
由上述原理分析可以看出, 在对决策方案 Ai 进行

排序时, 我们希望

得到的最佳方案最

靠近正理想方案,

同时又最远离负理

想方案. 但在实际

的决策活动中, 往

往会出现如图 2 所

示的情况, 图 2 描

述了具有两个目标

的决策问题[ 5] , A +

和 A- 分别表示正、负理想方案, 图中 A1距离理想方案

A + 最近,但并非距离负理想方案 A - 最远,图中 A 2更远

离负理想方案.

定义灰关联投影系数 E i 综合衡量方案A i 靠近正

理想方案和远离负理想方案的程度, 方案 Ai 以灰关联

投影系数E i 趋近于正理想方案, 则同时以灰关联投影

系数 1- Ei 趋近于负理想方案.
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定理 1 � 对于决策方案 Ai ,假设其对正、负理想方

案的灰关联投影值为 D+
i 和D -

i ,则其灰关联投影系数

Ei 为

Ei=
D+ 2

i

D + 2
i + D- 2

i

( 16)

证明 � 以灰关联投影系数对决策方案 Ai 进行评价

时,方案 Ai 以E i∃D+
i 的灰关联投影值逼近其正理想方

案的灰关联投影值D+
i , 以( 1- Ei ) ∃D -

i 的灰关联投影

值逼近其负理想方案的灰关联投影值D
-
i .根据最小平

方和准则,建立下列目标函数:

min{ F( E i) } = [ Ei∃D
+
i - D

+
i ]

2
+ [ ( 1- Ei ) ∃D

-
i - D

-
i ]

2

( 17)

由 &F( Ei ) / &E i= 0就可以推得

Ei=
D

+ 2
i

D + 2
i + D- 2

i

,其中 0< Ei< 1

按照灰关联投影系数 E i 的值从大到小进行排序,

就代表了待决策方案的优劣次序关系, E i 值最大对应

的待决策方案最好.

3 � 逼近于理想灰关联投影的多目标决策步骤

� � 综上所述,逼近于理想的灰关联投影多目标决策

步骤可以归纳和概括为:

步骤 1 � 根据已知的方案集 A 和指标集 V, 构造原

始决策矩阵 Y;对定性指标进行量化, 构造方案的决策

矩阵.

步骤 2 � 分别构造正理想原始决策矩阵 X
+
和负理

想原始决策矩阵 X- .

步骤 3 � 对正、负理想原始决策矩阵 X
+
和 X

-
进

行初值化处理, 分别得到正、负理想决策矩阵 Y+ 和

Y- .

步骤 4 � 分别计算方案的指标数据列对正、负理想

决策方案数据列的灰关联系数,从而构造正、负理想灰

关联决策矩阵 G
+
和 G

-
.

步骤 5 � 利用层次分析法和式( 14)计算灰关联投

影权值向量 !W= { ∀�1, ∀�2 , �, ∀�n} .

步骤 6 � 计算各决策方案 A i 对于正、负理想方案

的灰关联投影值 D +
i 和D -

i .

步骤 7 � 计算各决策方案 Ai 的灰关联投影系数

E i.

步骤 8 � 按照灰关联投影系数 Ei 的值从大到小进

行排序,对每个决策方案做出全面客观的评价.

4 � 应用实例及灵敏度分析

4�1 � 应用实例

以文献[ 8]中三个地理位置的优选数据为例.三个位置

的评价指标值如表 1 所示,其中指标 3、指标 5和指标 8

属于效益型指标,其余 6 个指标均属于成本型指标.

表 1 � 三个位置的评价指标值

指标 1指标 2指标 3指标 4指标 5指标 6指标 7指标 8 指标 9

位置∗ 1236 432 427. 3 12. 2 352 21. 0 6.75 0. 352 3.879

位置+ 1244 405 287. 3 7. 7 200 21. 6 5.25 0.34 4. 6898

位置, 1132 482 337. 0 6. 6 388 20. 7 6.75 0. 412 3.697

� � ( 1)根据表 2的数据和指标的性质,得到正理想原

始决策矩阵 X +和负理想原始决策矩阵 X - 为

X+ =

1132 405 427� 3 6�6 388 20�7 5�25 0�412 3�697

1236 432 427� 3 12�2 352 21�0 6�75 0�352 3�879
1244 405 287� 3 7�7 200 21�6 5�25 0�34 4�6898

1132 482 337� 0 6�6 388 20�7 6�75 0�412 3�697

X- =

1244 482 287� 3 12�2 200 21�6 6�75 0�34 4�6898
1236 432 427� 3 12�2 352 21�0 6�75 0�352 3�879

1244 405 287� 3 7�7 200 21�6 5�25 0�34 4�6898
1132 482 337� 0 6�6 388 20�7 6�75 0�412 3�697

( 2)对 X
+
和 X

-
进行初值化处理,分别得到正理想

决策矩阵 Y+ 和负理想决策矩阵 Y- ;

( 3)计算得到正理想灰关联决策矩阵 G+ 和负理想

灰关联决策矩阵 G
-

;

( 4)取文献中 [ 8 ]中权重向量 W= { 0�150, 0�150,

0�043, 0�202, 0�050, 0�077, 0�097, 0�202, 0�029} , 从而得

到灰关联投影权值向量 !W = { 0�059, 0�059, 0�005,

0�106, 0�007, 0�016, 0�025, 0�106, 0�002} .

( 5)计算得到 D +
i = { 0�2321, 0�2732, 0�3463}和 D -

i

= { 0�3419, 0�2843, 0�2440} .

( 6)根据定理 1计算得到各决策方案的灰关联投影

系数 Ei= { 0�3155, 0�4801, 0�6682} .

( 7)根据灰关联投影系数 Ei 的值对各决策方案进

行排序,可以得到三个位置的次序由高到低依次为:位

置,、位置+、位置∗ .

决策结果与文献[ 8] 的评价结果一致,可见本文的

决策模型和算法是可行的.

4�2 � 灵敏度分析

因为评价指标之间没有统一的量纲和相互之间的

矛盾性,多目标决策问题一般并不存在所谓的 最优
解!,只能求出决策者对于所有目标值都认为满意的满

意解.决策者通过各种决策模型和算法对所有决策方

案进行评价和判断,从中找出满意方案,这就要求决策

模型和算法具有足够的灵敏度,以便于对决策方案进

行区分和排序.

定义 16 � 最终用来对各决策方案进行评价和排序
的指标称为决策系数.

定义 17(方案区分度) � 假设某决策模型和算法以
决策系数  对决策方案进行评价,方案 Ai 的决策系数

为 i,方案 A j 的决策系数为 j ,并有  i>  j ,这时称该决
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策模型和算法对于方案 Ai 和方案A j 的方案区分度为

∋ij=
 i-  j
 i

& 100% ( 18)

很显然,方案区分度 ∋ij越大,决策模型和算法对于

方案 Ai 和方案A j 的决策效果越好.

表 2 � 算法的方案区分度比较

区分度 位置+与∗ 位置,与+ 位置,与∗

本文算法 34. 28% 28. 15% 52. 78%

文献[ 8]算法 15. 11% 21. 1% 32. 97%

� � 本文算法和文献 [ 8] 算法对于各决策方案之间的

方案区分度如表2所示,可见本文算法的灵敏度明显高

得多,得到了更为可靠的决策结果.其根本原因是本文

算法没有单独地以决策方案与正理想方案的接近程度

作为评价决策方案的依据,而是综合了决策方案与正、

负理想方案之间的相互关系,从而避免了单方向的偏

差,能全面而准确地反映出各决策方案之间的差异,使

决策结果更加真实可信.

5 � 结束语

� � 在经济管理、军事等领域中,多目标决策由于信息

的不完全以及指标之间关系的不确定性, 在本质上往

往是一个灰色多目标决策问题. 本文综合灰色系统理

论、TOPSIS和矢量投影方法,提出了一种新的逼近于理

想灰关联投影的多目标决策模型;另外提出了一种基

于方案区分度的决策灵敏度分析方法.实际算例表明,

本文提出的多目标决策模型为多目标决策提供了一种

新的思路,能成功地应用于经济效益的综合评价,决策

灵敏度高,能为方案的决策提供更为可靠的科学依据,

具有一定的推广和实用价值.
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